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はじめに

線形回帰分析における観測値の影響力評価を， によって提案されたリッ

ジ回帰 へ応用した場合の課題について考える．線形回帰分析における観測値の

影響力評価を行なうための診断統計量は数多くあるが，本論文では，対数尤度規準に基づく診断

統計量 である尤度距離 に対してリッジ回帰を適用する

場合を取り上げる 竹内 を参照 ．リッジ回帰における診断統計量におる影響力評価におい

て，大きな課題の一つが，リッジパラメータの選定方法が明確になっていないという点である．ど

のようなリッジパラメータを適用するのかにより，個々の観測値の影響力評価が異なるため，適

切な評価規準に基づくリッジパラメータの選定方法を定めておく必要がある．

これまでにも，リッジパラメータの代表的な推定量が， や

によって提案されている．ただ，これらの推定量は，ある評価規準では過大な値

をとりやすいという性質があるため，近年，縮小推定量がいくつか提案されている．たとえば，

や の提案する推定量，これを改良 縮小 したものとして

の提案する推定量，さらに別の視点から改良を加えた

の推定量などがある．
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他方，これとは別な視点から，竹内 において，リッジ回帰における観測値除去法に基づく

診断統計量として尤度距離を導出し，その性質を調べるためにリッジパラメータに関して偏微分

をしてその導関数を求め，リッジパラメータによる観測値の影響力変化を数値的に確認している．

本論文では，リッジ回帰における尤度距離を利用して観測値の影響力を調べる場合に，どのよ

うな評価規準を基にリッジパラメータを選定するのかについて検討し，その下でリッジパラメー

タの新たな推定量を提案する．また，リッジパラメータの新たな推定量の有効性を示すために，実

際のデータについて数値的な比較検討も行い，代替的な推定量として適していることを示す．

本論文の構成は以下のとおりである．第 節では基本的な各種の統計量およびリッジ回帰にお

ける尤度距離とその導関数などを定義する．第 節において，リッジ回帰における尤度距離に対

してある評価規準を示してリッジパラメータの選定方法を与え，リッジパラメータの新たな推定

量を提案する．第 節では，リッジパラメータの新たな推定量を実際のデータに基づく数値例に

対して適用し，その有効性について検討する．第 節は全体のまとめと今後の課題である．

定義

本節では，線形回帰モデルにおけるリッジ推定量を導入し，リッジ回帰における診断統計量と

して尤度距離およびその導関数の定義をする．また，尤度距離と関連する診断統計量である

の距離についても定義しておく．

線形回帰およびリッジ回帰

ここでは，線形回帰モデルとして，

を考える．このとき， は の目的変数ベクトル， は のフルランクの説明変数行列，

は の回帰係数ベクトル，そして は の誤差ベクトルであり，正規分布 に従う

ものとする．ただし， は 次の単位行列を表す．また， の最小 乗推定量は

として得られ， の不偏推定量は となる．ただし，「」は行列あるいはベクトル

の転置を表し， は残差ベクトルであり， である．このとき， は説明

変数行列 から構成されるハット行列 であり，その第 対角成分

がてこ比である．このてこ比については， とする．さらに，残差ベクトル の

第 成分 を標準化した を標準化残差 内的スチューデント化残差 とし，

を第 成分とする標準化残差ベクトルを
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とする．ただし， は正方行列 の対角成分のみを取り出し，非対角成分をすべて にし

た行列を表す．

線形回帰の一つの代替的方法としてリッジ回帰がある や など

を参照 ．リッジ回帰における回帰係数ベクトル の推定量 以下，リッジ推定量 を，リッジパラ

メータ により，

と定義する．すると，最小 乗推定量の場合と同じく，残差ベクトル は，

となる．ただし，リッジ回帰におけるハット行列 は で

あり，その第 対角成分 がリッジ回帰におけるてこ比である．このとき， である．

また，第 番目の観測値を除去したときの回帰係数ベクトル の最小 乗推定量は

と定義される．ただし，添字の は 個の観測値の中から除去される観測値の番号を表す．通常

の最小 乗推定量の場合と同様に，第 番目の観測値を除去したときのリッジ推定量は

となる．このとき，観測値除去に関してリッジパラメータ は一定 独立 であると仮定するが，

についての挙動を調べる場合は観測値を固定した上である種の変数として扱う． の不偏推定量

の場合についても，第 番目の観測値を除去したときの推定量 を

と定義する．

特に， とすれば， ， ，あるいは など，リッジ回帰の統計量が

通常の線形回帰の統計量と一致することがわかる．

リッジ回帰における診断統計量

リッジ回帰における代表的な診断統計量として， の距離および尤度距離を与えておく

を参照 ．また，リッジ回帰における尤度距離については，リッジパラメータ に

関して偏微分した結果である導関数を与え， の領域について検討する．

リッジ回帰における の距離 は， によって提案された通常の線形回帰に

おける の距離を拡張することにより導入され，
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の転置を表し， は残差ベクトルであり， である．このとき， は説明

変数行列 から構成されるハット行列 であり，その第 対角成分
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と与えられる を参照 ．ただし， は

の第 成分であり，このとき，

であり，この第 対角成分が， である．つぎに， は

の第 成分であり，このとき，

であり，この第 成分が である．最後に， は

の第 対角成分であり， である．特に， のとき，竹内 などから

とする．

式で与えられるリッジ回帰における の距離 においては， の中に挟ま

れる行列の選び方によっていくつかの定義式が考えられるが，ここでは， の分散共分散行列

の逆行列を選ぶものとする たとえば，

を参照 ．

つぎに，竹内 によって導出されたリッジ回帰における尤度距離 を以下のように与える．

ただし，通常の線形回帰の場合と同じく，

が のときの対数尤度 および が のときの対数尤度

とする 具体的な対数尤度については竹内 を参照 ． 式の定義に基づいて，リッジ回帰に

おける尤度距離 を 式の の距離 を利用して表現すると，

とする．ただし， は正方行列 の対角成分のみを取り出し，非対角成分をすべて にし

た行列を表す．

線形回帰の一つの代替的方法としてリッジ回帰がある や など

を参照 ．リッジ回帰における回帰係数ベクトル の推定量 以下，リッジ推定量 を，リッジパラ

メータ により，

と定義する．すると，最小 乗推定量の場合と同じく，残差ベクトル は，

となる．ただし，リッジ回帰におけるハット行列 は で

あり，その第 対角成分 がリッジ回帰におけるてこ比である．このとき， である．

また，第 番目の観測値を除去したときの回帰係数ベクトル の最小 乗推定量は

と定義される．ただし，添字の は 個の観測値の中から除去される観測値の番号を表す．通常

の最小 乗推定量の場合と同様に，第 番目の観測値を除去したときのリッジ推定量は

となる．このとき，観測値除去に関してリッジパラメータ は一定 独立 であると仮定するが，

についての挙動を調べる場合は観測値を固定した上である種の変数として扱う． の不偏推定量

の場合についても，第 番目の観測値を除去したときの推定量 を

と定義する．

特に， とすれば， ， ，あるいは など，リッジ回帰の統計量が

通常の線形回帰の統計量と一致することがわかる．

リッジ回帰における診断統計量

リッジ回帰における代表的な診断統計量として， の距離および尤度距離を与えておく

を参照 ．また，リッジ回帰における尤度距離については，リッジパラメータ に

関して偏微分した結果である導関数を与え， の領域について検討する．

リッジ回帰における の距離 は， によって提案された通常の線形回帰に

おける の距離を拡張することにより導入され，
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となる．ただし，

であり， は の第 対角成分であり，それに は

の第 成分である．ここで， である．

さらに， 式を変形すると

と表現することもできる．ただし， 式において

とする．このとき， 式において， は

の第 成分であり，また は

の第 対角成分であり， である．

特に， のとき，リッジ回帰における尤度距離 は，竹内 から

となり，通常の線形回帰における尤度距離 に一致する．

最後に，リッジ回帰における尤度距離 のリッジパラメータ に関する導関数を与える．導

関数 は，竹内 から の領域について

と得られている．ただし， は

の第 対角成分であり， である．また， は

と与えられる を参照 ．ただし， は

の第 成分であり，このとき，

であり，この第 対角成分が， である．つぎに， は

の第 成分であり，このとき，

であり，この第 成分が である．最後に， は

の第 対角成分であり， である．特に， のとき，竹内 などから

とする．

式で与えられるリッジ回帰における の距離 においては， の中に挟ま

れる行列の選び方によっていくつかの定義式が考えられるが，ここでは， の分散共分散行列

の逆行列を選ぶものとする たとえば，

を参照 ．

つぎに，竹内 によって導出されたリッジ回帰における尤度距離 を以下のように与える．

ただし，通常の線形回帰の場合と同じく，

が のときの対数尤度 および が のときの対数尤度

とする 具体的な対数尤度については竹内 を参照 ． 式の定義に基づいて，リッジ回帰に

おける尤度距離 を 式の の距離 を利用して表現すると，
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の第 対角成分であり， である．このとき， は の第

対角成分である．さらに， は

の第 成分であり，このとき，

である．ここで， である．

リッジパラメータの推定量および選定方法

リッジ推定量に対してよく利用される代表的なリッジパラメータ は以下の つである． つ

は， によって提案されている であり，もう つは

によって提案されている である．この他にも

や によりリッジパラメータに関する経験ベイズ推定

量がいくつかの評価規準に基づき提案されている．けれども，第 節の数値例で示されるように，

尤度距離 を利用した場合には，これまで提案されているリッジパラメータの推定値が小さく

評価される傾向にある．そこで，リッジパラメータの推定値が比較的大きくなる を改良するこ

とにより，リッジパラメータの新たな推定量を提案する．

新たな推定量を検討するための素材として， 式における尤度距離の導関数 を，リッジ

パラメータ による陽な形式に直してみる．付録から 式は

となる．ただし，

であり， は の第 対角成分であり，それに は

の第 成分である．ここで， である．

さらに， 式を変形すると

と表現することもできる．ただし， 式において

とする．このとき， 式において， は

の第 成分であり，また は

の第 対角成分であり， である．

特に， のとき，リッジ回帰における尤度距離 は，竹内 から

となり，通常の線形回帰における尤度距離 に一致する．

最後に，リッジ回帰における尤度距離 のリッジパラメータ に関する導関数を与える．導

関数 は，竹内 から の領域について

と得られている．ただし， は

の第 対角成分であり， である．また， は
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と変形することができる．ただし， は，説明変数行列 を

と特異値分解することにより得られる の第 固有値であり， は の第 成分であり，

は の第 成分を表す 詳細な定義や条件については付録を参照 ．本来は，「 式

」として， についての方程式を解くことができれば問題ないが，この方程式は容易に解くこ

とができない．しかしながら， 式に基づいて最適な を得るためには， や との関連性

が強いことを示唆していることは容易にわかる．

この関連性を基に， の新たな推定量を考案する．竹内 の数値例から， の値としては

よりも大きな値になるものが望ましいと考えられる．そこで， を改良する推定量を以下のよう

に提案する．

の定義式において，分子の および を定数とみなし，分母の について および

を使って表現すると

となるので， は，

と表される．このとき， の値を大きくするためには，分母の分母である を大きいものと置き

換えればよいことがわかる．そこで， の新たな推定量として， 個の固有値 をすべて同じ固有

値 に置き換えると，

となる．ただし， は が を満たすものの中で最大の固有値 とする．

式の新たな推定量を算出する場合に注意すべき点は，通常のリッジパラメータにおいては，

変数の個数 から定数項分を除き，かつ からも定数項を除くことにより推定値を求めるが，

においては，定数項の分離が容易ではないので，定数項も含めていることである．

もう一つの推定量として， を単純に拡張したものとして，

も利用する． 式についても 式と同じく定数項を含めて算出する．

の第 対角成分であり， である．このとき， は の第

対角成分である．さらに， は

の第 成分であり，このとき，

である．ここで， である．

リッジパラメータの推定量および選定方法

リッジ推定量に対してよく利用される代表的なリッジパラメータ は以下の つである． つ

は， によって提案されている であり，もう つは

によって提案されている である．この他にも

や によりリッジパラメータに関する経験ベイズ推定

量がいくつかの評価規準に基づき提案されている．けれども，第 節の数値例で示されるように，

尤度距離 を利用した場合には，これまで提案されているリッジパラメータの推定値が小さく

評価される傾向にある．そこで，リッジパラメータの推定値が比較的大きくなる を改良するこ

とにより，リッジパラメータの新たな推定量を提案する．

新たな推定量を検討するための素材として， 式における尤度距離の導関数 を，リッジ

パラメータ による陽な形式に直してみる．付録から 式は
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つぎに，リッジ回帰における尤度距離 に基づいて，最適な の値を見つけるための評価規

準を示す．ここでは，自然な評価規準として， の平均である

を利用する． の値は大きいと影響力が大きいと判断され，逆に小さいと影響力は小さいと判

断されるので， 式の の値をできるだけ小さくする を最適な とみなすことにする．

また， 式と対比するために，第 番目の観測値を除去することによる交差検証 クロスバ

リデーション 評価規準として

も算出する．さらに， の導関数 の挙動についても， 式の と同様の規準と

して

を算出する． 式と対比するために，交差検証評価規準として の計算をすることもで

きるが，観測値ごとの挙動の変化は 式と同様なパターンになるので割愛する．

数値例

提案するリッジパラメータ の新たな推定量を評価するために，実際のデータに対して数値計算

を行う．数値計算をするためのデータとしては， において例示されている「

」 データ数は であり，説明変数の数は定数項を含め を利用する．こ

れは，竹内 で利用した数値例と同じものである．

式の および 式の の計算結果を数値的に対比すると煩雑になるので

図 のグラフにまとめた．図 において，「全観測値」が 式の の計算結果をグラ

フ化したものであり，「 ， ， ， 」はそれぞれの観測値を除いたとき つまり，

それぞれ の 式の の計算結果をグラフ化したものである．この他の

個の観測値については，「全観測値」と概ね重なるので省略した．なお，竹内 における尤度

距離 の数値計算において，コンピュータプログラムのミスによる誤りがあったため今回の計

算結果において修正をしている グラフの形状に大きな違いはないが，縦軸のスケールが 桁程度

異なる ．

図 のグラフから の最小値 最適解 は より正確には

のときに となる 詳しくは表 を参照 ．この のとき，表 に示されているように

の値はほぼ になる．けれども，影響力が大きいと判断された 個の観測値 ，

それに と，竹内 で発見された の挙動として特徴的な観測値 については，そ

と変形することができる．ただし， は，説明変数行列 を

と特異値分解することにより得られる の第 固有値であり， は の第 成分であり，

は の第 成分を表す 詳細な定義や条件については付録を参照 ．本来は，「 式

」として， についての方程式を解くことができれば問題ないが，この方程式は容易に解くこ

とができない．しかしながら， 式に基づいて最適な を得るためには， や との関連性

が強いことを示唆していることは容易にわかる．

この関連性を基に， の新たな推定量を考案する．竹内 の数値例から， の値としては

よりも大きな値になるものが望ましいと考えられる．そこで， を改良する推定量を以下のよう

に提案する．

の定義式において，分子の および を定数とみなし，分母の について および

を使って表現すると

となるので， は，

と表される．このとき， の値を大きくするためには，分母の分母である を大きいものと置き

換えればよいことがわかる．そこで， の新たな推定量として， 個の固有値 をすべて同じ固有

値 に置き換えると，

となる．ただし， は が を満たすものの中で最大の固有値 とする．

式の新たな推定量を算出する場合に注意すべき点は，通常のリッジパラメータにおいては，

変数の個数 から定数項分を除き，かつ からも定数項を除くことにより推定値を求めるが，

においては，定数項の分離が容易ではないので，定数項も含めていることである．

もう一つの推定量として， を単純に拡張したものとして，

も利用する． 式についても 式と同じく定数項を含めて算出する．

である
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の絶対値 の値が を超えており，他の観測値と大きく異なる変化を示している．また，観測

値 と の組および観測値 と の組の変化量が，それぞれの組の中で相殺さ

れる関係が見られる点も特徴的である 表 の計算結果からは，このような変化を読み取ること

はできない ．

式に基づく評価規準によれば，最適な は や よりもかなり大きな値になるこ

とがわかる．そこで新たに提案する や を適用した場合との比較をしてみる．固有値は大き

いものから，

となるが， とすると， となり， の値が を超えてしまう．そこで，次善の

策として とすると， となり数値計算により得られた最適な の値 に

近いものが得られた．表 の の計算結果からわかるように，提案する や は従来

から利用されている や よりも最適な に近いことがわかる．また，表 の の計

算結果からも，提案する や の方が従来から利用されている や よりも最適な にか

なり近いことがわかる．

さらに， および を比較すると， の方が よりも最適な に近いので優れていると

いえる．しかしながら，固有値の算出など数値計算上の手間を含めて考えると， が に比べ

て大きく劣るとまではいえないであろう．この数値例においても，リッジパラメータの有効数字

つぎに，リッジ回帰における尤度距離 に基づいて，最適な の値を見つけるための評価規

準を示す．ここでは，自然な評価規準として， の平均である

を利用する． の値は大きいと影響力が大きいと判断され，逆に小さいと影響力は小さいと判

断されるので， 式の の値をできるだけ小さくする を最適な とみなすことにする．

また， 式と対比するために，第 番目の観測値を除去することによる交差検証 クロスバ

リデーション 評価規準として

も算出する．さらに， の導関数 の挙動についても， 式の と同様の規準と

して

を算出する． 式と対比するために，交差検証評価規準として の計算をすることもで

きるが，観測値ごとの挙動の変化は 式と同様なパターンになるので割愛する．

数値例

提案するリッジパラメータ の新たな推定量を評価するために，実際のデータに対して数値計算

を行う．数値計算をするためのデータとしては， において例示されている「

」 データ数は であり，説明変数の数は定数項を含め を利用する．こ

れは，竹内 で利用した数値例と同じものである．

式の および 式の の計算結果を数値的に対比すると煩雑になるので

図 のグラフにまとめた．図 において，「全観測値」が 式の の計算結果をグラ

フ化したものであり，「 ， ， ， 」はそれぞれの観測値を除いたとき つまり，

それぞれ の 式の の計算結果をグラフ化したものである．この他の

個の観測値については，「全観測値」と概ね重なるので省略した．なお，竹内 における尤度

距離 の数値計算において，コンピュータプログラムのミスによる誤りがあったため今回の計

算結果において修正をしている グラフの形状に大きな違いはないが，縦軸のスケールが 桁程度

異なる ．

図 のグラフから の最小値 最適解 は より正確には

のときに となる 詳しくは表 を参照 ．この のとき，表 に示されているように

の値はほぼ になる．けれども，影響力が大きいと判断された 個の観測値 ，

それに と，竹内 で発見された の挙動として特徴的な観測値 については，そ
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の絶対値 の値が を超えており，他の観測値と大きく異なる変化を示している．また，観測

値 と の組および観測値 と の組の変化量が，それぞれの組の中で相殺さ

れる関係が見られる点も特徴的である 表 の計算結果からは，このような変化を読み取ること

はできない ．

式に基づく評価規準によれば，最適な は や よりもかなり大きな値になるこ

とがわかる．そこで新たに提案する や を適用した場合との比較をしてみる．固有値は大き

いものから，

となるが， とすると， となり， の値が を超えてしまう．そこで，次善の

策として とすると， となり数値計算により得られた最適な の値 に

近いものが得られた．表 の の計算結果からわかるように，提案する や は従来

から利用されている や よりも最適な に近いことがわかる．また，表 の の計

算結果からも，提案する や の方が従来から利用されている や よりも最適な にか

なり近いことがわかる．

さらに， および を比較すると， の方が よりも最適な に近いので優れていると

いえる．しかしながら，固有値の算出など数値計算上の手間を含めて考えると， が に比べ

て大きく劣るとまではいえないであろう．この数値例においても，リッジパラメータの有効数字
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表 の計算結果

小数第 位まで

を小数第 位までとすれば， および ，それに の数値はすべて となる．観測値

の影響力を厳密に評価する場合は，リッジパラメータの有効数字が小数第 位まででは問題だが，

おおよその目安となる計算結果を得られればよいという程度であれば， および の間に大き

な相違はないといえよう．また，表 および表 の評価規準の数値を見ても，観測値の影響力

は と について大差はなく，どちらも最適な の数値にかなり近いものといえる．

まとめと今後の課題

本論文では，リッジ回帰における尤度距離 を基にある一つの評価規準を提示し，新たな

リッジパラメータ の選定方法を提案した．加えて，リッジパラメータの新たな推定量を提案し，

その有効性を実際のデータに基づき数値的に検証もした．

今後の課題としては，リッジ回帰を一般化リッジ回帰 説明変数ごとに の値が異なる場合 に
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の絶対値 の値が を超えており，他の観測値と大きく異なる変化を示している．また，観測

値 と の組および観測値 と の組の変化量が，それぞれの組の中で相殺さ

れる関係が見られる点も特徴的である 表 の計算結果からは，このような変化を読み取ること

はできない ．

式に基づく評価規準によれば，最適な は や よりもかなり大きな値になるこ

とがわかる．そこで新たに提案する や を適用した場合との比較をしてみる．固有値は大き

いものから，

となるが， とすると， となり， の値が を超えてしまう．そこで，次善の

策として とすると， となり数値計算により得られた最適な の値 に

近いものが得られた．表 の の計算結果からわかるように，提案する や は従来

から利用されている や よりも最適な に近いことがわかる．また，表 の の計

算結果からも，提案する や の方が従来から利用されている や よりも最適な にか

なり近いことがわかる．

さらに， および を比較すると， の方が よりも最適な に近いので優れていると

いえる．しかしながら，固有値の算出など数値計算上の手間を含めて考えると， が に比べ

て大きく劣るとまではいえないであろう．この数値例においても，リッジパラメータの有効数字

表 の計算結果

小数第 位まで

を小数第 位までとすれば， および ，それに の数値はすべて となる．観測値

の影響力を厳密に評価する場合は，リッジパラメータの有効数字が小数第 位まででは問題だが，

おおよその目安となる計算結果を得られればよいという程度であれば， および の間に大き

な相違はないといえよう．また，表 および表 の評価規準の数値を見ても，観測値の影響力

は と について大差はなく，どちらも最適な の数値にかなり近いものといえる．

まとめと今後の課題

本論文では，リッジ回帰における尤度距離 を基にある一つの評価規準を提示し，新たな

リッジパラメータ の選定方法を提案した．加えて，リッジパラメータの新たな推定量を提案し，

その有効性を実際のデータに基づき数値的に検証もした．

今後の課題としては，リッジ回帰を一般化リッジ回帰 説明変数ごとに の値が異なる場合 に



東京経済大学　人文自然科学論集　第 129 号

―　143　―

表 の計算結果

小数第 位まで

拡張し，複数個のリッジパラメータについても同様の検討をすることが考えられる．また，提案

したリッジパラメータの新たな推定量を他のデータに対しても適用し，どのようなデータ構造の

場合に有効であるのかを調べる必要もある．

付録 式の導出

説明変数行列 を以下のように特異値分解する．

ただし， は の対角行列であり，その第 対角成分が の第 固有値 である 固

有値は大きいものから付番する，つまり とする ．その第 固有値 に対応す

る固有ベクトルを第 列にもつ行列が であり， の正方行列になり を満

表 の計算結果

小数第 位まで

を小数第 位までとすれば， および ，それに の数値はすべて となる．観測値

の影響力を厳密に評価する場合は，リッジパラメータの有効数字が小数第 位まででは問題だが，

おおよその目安となる計算結果を得られればよいという程度であれば， および の間に大き

な相違はないといえよう．また，表 および表 の評価規準の数値を見ても，観測値の影響力

は と について大差はなく，どちらも最適な の数値にかなり近いものといえる．

まとめと今後の課題

本論文では，リッジ回帰における尤度距離 を基にある一つの評価規準を提示し，新たな

リッジパラメータ の選定方法を提案した．加えて，リッジパラメータの新たな推定量を提案し，

その有効性を実際のデータに基づき数値的に検証もした．

今後の課題としては，リッジ回帰を一般化リッジ回帰 説明変数ごとに の値が異なる場合 に

表 の計算結果

小数第 位まで

拡張し，複数個のリッジパラメータについても同様の検討をすることが考えられる．また，提案

したリッジパラメータの新たな推定量を他のデータに対しても適用し，どのようなデータ構造の

場合に有効であるのかを調べる必要もある．

付録 式の導出

説明変数行列 を以下のように特異値分解する．

ただし， は の対角行列であり，その第 対角成分が の第 固有値 である 固

有値は大きいものから付番する，つまり とする ．その第 固有値 に対応す

る固有ベクトルを第 列にもつ行列が であり， の正方行列になり を満
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たす．また， は の行列であり を満たす．加えて，目的変数ベクトル について

は， と変換し，この第 成分を と表す．

この特異値分解の成分を利用して，リッジ回帰におけるハット行列の第 対角成分を以下のよ

うに表す． は の第 対角成分であるので，

となる．ただし， は の第 行 ベクトル であり， は の第 成分，つまり の第 成

分を表す．同様に， であるので，この第 対角成分は

と表すことができ，さらに， であるので，この第 対角成分は

と表すことができる．

よって，リッジパラメータ の関数である ， ， ， ， ， ， ，そして

は以下のように表現できる．

ハット行列に関わる統計量は，

となる．

つぎに，残差ベクトルに関わる統計量は，

から

となり，

表 の計算結果

小数第 位まで

拡張し，複数個のリッジパラメータについても同様の検討をすることが考えられる．また，提案

したリッジパラメータの新たな推定量を他のデータに対しても適用し，どのようなデータ構造の

場合に有効であるのかを調べる必要もある．

付録 式の導出

説明変数行列 を以下のように特異値分解する．

ただし， は の対角行列であり，その第 対角成分が の第 固有値 である 固

有値は大きいものから付番する，つまり とする ．その第 固有値 に対応す

る固有ベクトルを第 列にもつ行列が であり， の正方行列になり を満
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が得られる．同様に，

から

が得られ，さらに同様にして，

から

が得られる．

最後に，

となるので，

と表すことができる．

したがって，以上の結果を 式に代入して整理すると， 式を得ることができる．

たす．また， は の行列であり を満たす．加えて，目的変数ベクトル について

は， と変換し，この第 成分を と表す．

この特異値分解の成分を利用して，リッジ回帰におけるハット行列の第 対角成分を以下のよ

うに表す． は の第 対角成分であるので，

となる．ただし， は の第 行 ベクトル であり， は の第 成分，つまり の第 成

分を表す．同様に， であるので，この第 対角成分は

と表すことができ，さらに， であるので，この第 対角成分は

と表すことができる．

よって，リッジパラメータ の関数である ， ， ， ， ， ， ，そして

は以下のように表現できる．

ハット行列に関わる統計量は，

となる．

つぎに，残差ベクトルに関わる統計量は，

から

となり，
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