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はじめに

線形回帰分析における観測値の影響力評価を， によって提案されたリッ

ジ回帰 へ応用した場合について考える．これまでに，リッジ回帰における影響

力評価のための診断統計量 として，ノルム化診断統計量である の距離

や行列式型診断統計量である一般化分散比 などに加えて，回

帰係数の対数尤度規準に基づく診断統計量である尤度距離 を取り上げてきた

竹内 を参照 ．これらの診断統計量においては，観測値の影響力評価をするために，個々

の観測値を除去する方法 以下，観測値除去法 に基づく場合，つまり を中心に取り上

げている．この理由は，通常の線形回帰の場合と同様に，リッジ回帰においても観測値除去法に

基づいて観測値の影響力を評価することが最も重要だからである．しかしながら，リッジ回帰に

おける診断統計量においては，観測値の影響力評価をするためにもう一つ別の視点がある．それ

は，リッジ回帰に特有なリッジパラメータに関して，観測値の影響力評価を検討することである．

換言すれば，リッジ回帰における観測値除去法に基づく診断統計量に対して，リッジパラメータ

の変化に関する挙動を調べるのである．この挙動を調べるための一つの方法として，リッジ回帰

における診断統計量をリッジパラメータに関して偏微分をすることによりその導関数を求め，そ

の変化の特性から観測値の影響力を評価するのである．
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すでに，リッジ回帰における の距離については， がリッジパラメータに関し

て偏微分することによりその導関数を示し，補助的な診断統計量と位置付けて観測値の影響力評

価に利用している．ところが，その他のリッジ回帰における診断統計量についてはこのような導関

数が導出されていないために，リッジパラメータに関する影響力評価も行われていない．そこで，

本研究では，竹内 において示されたリッジ回帰における尤度距離の新表現に対して，リッジ

パラメータに関する偏微分をし，その導関数を最初に求める．竹内 においては，リッジ回帰

における尤度距離の定義を与えて，観測値の影響力評価における基本的な統計量による新たな計

算式を導出している．その新たな計算式は，リッジ回帰における の距離との関連性 関数関

係 に基づく新表現として得られているので，リッジ回帰における尤度距離の導関数を比較的容易

に算出できるのである．なお，今後の議論においては，リッジパラメータに関する偏微分を，単

に微分と表記する．これは，観測値除去法においては観測値が主たる変数であるが，リッジパラ

メータと観測値は独立に扱うことができるので，観測値は見かけ上定数として固定的に扱い，リッ

ジパラメータに関する変化 挙動 のみに着目するからである．

つぎに，竹内 で取り上げられている同じ数値例に対して，リッジパラメータに関する微分

により得られる尤度距離の導関数についての挙動を調べることにより，改めて尤度距離の性質を

検討する．その数値例により検証されていることは，リッジ回帰の特性であるリッジパラメータ

の変化 増加させること に対して，観測値により尤度距離が減少してから増加する場合と，増加

のみを続ける場合があることの 点である．前者の場合は，リッジ回帰を適用することにより観

測値の影響力を小さくする 縮小する ことが可能であるが，後者の場合は，観測値の影響力がよ

り大きくなるのでリッジ回帰の適用に注意を要することが特徴として挙げられている．これらの

ことがリッジ回帰における尤度距離の導関数からも同様の傾向を裏付けられることを再確認する．

本論文の構成は以下のとおりである．第 節では基本的な各種の統計量およびリッジ回帰にお

ける尤度距離などを定義する．第 節において，リッジ回帰における尤度距離に対してリッジパ

ラメータに基づく観測値の影響力を評価するために，それをリッジパラメータに関して 偏 微分

し，その導関数を求める．第 節では，この導関数の挙動を実際のデータに基づく数値例に対し

て示す．第 節は全体のまとめと今後の課題である．

定義

本節では，線形回帰モデルにおけるリッジ推定量を導入し，リッジ回帰における診断統計量と

して の距離および尤度距離の定義をする．

線形回帰およびリッジ回帰

ここでは，線形回帰モデルとして，
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を考える．このとき， は の目的変数ベクトル， は のフルランクの説明変数行列，

は の回帰係数ベクトル，そして は の誤差ベクトルであり，正規分布 に従う

ものとする．ただし， は 次の単位行列を表す．また， の最小 乗推定量は

として得られ， の不偏推定量は となる．ただし，「」は行列あるいはベクトル

の転置を表し， は残差ベクトルであり， である．このとき， は説明

変数行列 から構成されるハット行列 であり，その第 対角成分

がてこ比である．このてこ比については， とする．さらに，残差ベクトル の

第 成分 を標準化した を標準化残差 内的スチューデント化残差 ，そして

この の定義式において の代わりに を用いた をスチューデント化残

差 外的スチューデント化残差 とする．ここで，添字の は 個の観測値の中から除去される

観測値の番号を表す．

つぎに， を第 成分とする標準化残差ベクトルを

とする．ただし， は正方行列 の対角成分のみを取り出し，非対角成分をすべて にし

た行列を表す．同様に， を第 成分とするスチューデント化残差ベクトルを

とする．ただし，

である．この両者については， および の関係式が，

であるので， および の関係式は， などから

または

となる．

線形回帰の一つの代替的方法としてリッジ回帰がある や などを

参照 ．リッジ回帰においては，回帰係数ベクトル の推定量 以下，リッジ推定量 を，リッジパ

ラメータ を使って，
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と定義する．すると，最小 乗推定量の場合と同じく，残差ベクトル は，

となる．ただし，ハット行列 は であり，その第 対角

成分 がリッジ回帰におけるてこ比である．このとき， である．また，第 番目の

観測値を除去したときの回帰係数ベクトル の最小 乗推定量は と定

義されるので，これと同様に，第 番目の観測値を除去したときのリッジ推定量を

とする．このとき，観測値除去に関してリッジパラメータ は一定 独立 であると仮定するが，

第 節においては観測値を固定した上で， をある種の変数として扱う．

特に， とすれば， ， ，あるいは など，リッジ回帰の統計量が

通常の線形回帰の統計量と一致することがわかる．

リッジ回帰における の距離

第 節において，リッジ回帰における尤度距離をリッジパラメータに関して微分する際に，リッ

ジ回帰における の距離を利用するので，ここでその基本的な結果を与えておく．

リッジ回帰における の距離 は通常の線形回帰における の距離を拡張すること

により導入され， から

と与えられる．ただし， は

の第 成分であり，このとき，

であり，この第 対角成分が， である．つぎに， は

の第 成分であり，このとき，

である．最後に， は
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の第 対角成分であり， である．なお，通常の線形回帰における の

距離 は， 式において を代入することによって

として得られる． 式は， の結果と同じである．

式で与えられるリッジ回帰における の距離 においては， の中に挟ま

れる行列の選び方によっていくつかの定義式が考えられるが，ここでは， の分散共分散行列

の逆行列を選ぶものとする たとえば，

を参照 ．

さらに，リッジ回帰における の距離 をリッジパラメータ に関して微分した結果が，

によって， として

と得られている．ただし， は

の第 対角成分であり， である．このとき， は の第

対角成分である．また， は

の第 成分であり，このとき，

である．ここで， である．

なお， 式においては とする．一般に の推定値は， の間になるものが多

い や などを参照 ので，リッジ回帰におけ

る診断統計量をリッジパラメータに関して微分した結果である導関数についても， の領

域について主に検討する．

リッジ回帰における尤度距離

この節では，竹内 によって導出されたリッジ回帰における尤度距離を与える．

において，通常の線形回帰における尤度距離 が定義され，この考え方をリッジ回

帰の場合に適用することにより，竹内 は以下のように定義している．
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ただし，通常の線形回帰の場合と同じく，

が のときの対数尤度 および が のときの対数尤度

とする 具体的な対数尤度については竹内 を参照 ． 式の定義に基づいて，リッジ回帰に

おける尤度距離 を 式の の距離 を利用して表現すると，

となる．ただし，

であり， は 式の の第 成分，それに は 式の の第 成分である．

特に，リッジパラメータ が のとき，リッジ回帰における尤度距離 は，竹内

から

として得られる．つまり， の場合は，通常の線形回帰における尤度距離 に一致する．

尤度距離の導関数

式の尤度距離をリッジパラメータ に関して微分することにより，その導関数を求める．

得られた導関数により，リッジパラメータに基づいて尤度距離に対する観測値の影響力を補助的

に調べることが可能となる．

リッジ回帰における尤度距離 のリッジパラメータ に関する導関数を導くために， ，

および をそれぞれ ， および に変形する．この結果，付録 から尤度距離 の に関

する導関数 は

として得られる．ただし， は
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の第 対角成分であり， である．また， は

の第 対角成分であり， である．このとき， は の第

対角成分である．さらに， は

の第 成分であり，このとき，

である．ここで， である．

式において，最終項の については， の関数ではあるが，第 番目の観

測値とは無関係に定まるので， および を利用した表現に直していない．この部分についても

敢えて式変形をすれば，

となるので， 式は

と表現することもできる．

数値例

式で与えられるリッジパラメータ に関する導関数 に基づいて，除去される観測値の

性質を調べるために，実際のデータに対して数値計算を行う．数値計算をするためのデータとし

ては， において例示されている「 」 データ数は であり，説明

変数の数は定数項を含め を利用する．これは，竹内 で利用した数値例と同じ

ものである．よって，その数値例において，リッジ回帰における尤度距離 の計算はすでに示

されているので，その導関数 の挙動について主に検討をする．

すべての観測値に対する の挙動を示した結果は図 のとおりである 観測値番号は省略 ．

図 において，グラフの横軸はリッジパラメータ であり，縦軸は導関数 である．各観測

値の の数値計算においては， の範囲を から 刻みで まで算出し，こ

れら 個の点を基にグラフ化している．どの観測値についても は に関して滑らかな関数

であり， の値が増加すると大部分の観測値について， に近付く傾向が見られる．また，
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図 すべての観測値に対する導関数 のグラフ

の範囲では概ね の絶対値は を下回っていることもわかる．さらに， の範囲に

おける正確な挙動は不明であるが，概ね の値が増加すると一定値に収束することが予想される．

この根拠は， の値が よりも大きくなると， 式における係数 の変化量が， の関数で

ある や などの統計量よりも大きく影響するものと想定されるからである．たとえば，

のような極端な場合を考えると， や などの値の変化よりも係数 の変化の方が大きく 速

く なり， となるが，その途中である における の収束の速さはデータの

特性に依存するものと考えられる．

特に，竹内 の数値例から において影響力が大きいと判断された 個の観測値 ，

それに と， の挙動として特徴的な観測値 についてのみ，図 から分離し

て図 としてまとめている．この結果， と については， となる が

の範囲内に つ存在することがわかる．観測値 については である 自体は単

調減少関数 ので， については に関して単調増加関数である．こうした の挙動は，竹

内 の に対する数値例のグラフからも読み取ることができるが，本研究からも明示的に説

明することが可能であるといえる．

新たな知見としては，観測値 の場合である．図 からもわかるように， となる

が の範囲内に つ存在するのである．導関数の数値が小さいため，つまり の変化

が小さいため 図 で示されるように の値が という狭い範囲に収まるため に，
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図 特徴的な観測値に対する導関数 のグラフ

のグラフとしては目立った変化は見受けられなかった 竹内 の図 から，他の 個の観測値

については の値が よりも大きくなることが示されている ．けれども， の挙動を調べ

ることにより， についてこのような新たな傾向を特徴として見出すことができたのである．

したがって， の変化を，その導関数 の挙動から調べると，単調増加 または減少 関数

になる観測値， となる が の範囲内に つ存在する観測値，それに

となる が の範囲内に つ存在する観測値の つの種類に分類できるのである．これ

は，数値例として取り上げたデータに基づく特徴であるが，この他のデータについても基本的な

性質として適用できると思われる．この数値例は乱数を発生させることにより得られたデータに

基づいているので，極端に例外的な挙動を示すデータ構造を持たなければ，このような性質がほ

ぼあてはまるものと考えられる．よって，観測値除去法に基づく影響力評価においては，最適な

リッジパラメータ を つに定めることが多いが， つの候補がある場合も存在することが数値例

から新たに判明した．

まとめと今後の課題

本論文では，リッジ回帰における尤度距離 の詳細な挙動を調べるために，リッジパラメー

タ に関する導関数 を導出した．また，実際のデータを基にして，リッジパラメータ に関

する尤度距離 の変化を，その導関数 の数値的な挙動を調べることにより，観測値の性格
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図 観測値 に対する尤度距離 のグラフ

によって概ね 種類の傾向があることもわかった．

今後の課題としては，個々の観測値に対する影響力評価に加えて複数個の観測値の場合

においても，リッジパラメータ に関する尤度距離 正確には，観測値集合を として

の導関数 同じく正確には について検討をすることが考えられる．また，実際の

データに対して数値的な観点から個別研究することも重要であるが，理論的に の特徴を調べ

るためには， を満たす の値について，観測値ごとのバラツキなどを詳細に考慮して検

討する必要もある．けれども， 式の から の値を解析的に求め，陽な形式で表すことは

容易ではないので，この点についても代替的な方法の考案を含め今後の検討課題としたい．

付録 の導出

以下の付録 付録 および 式のリッジ回帰における の距離の導関数

を利用して，リッジ回帰における尤度距離 のリッジパラメータ に関する微分を計算する．

式を に関して微分すると，
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となり， 式の導関数を得ることができる．

付録 基本要素の微分

上記の付録 において利用した基本要素のリッジパラメータ に関する微分について，それら

の結果を個々に示す．

付録 の微分

説明変数行列 を以下のように特異値分解する．

ただし， は の対角行列であり，その第 対角成分は の第 固有値 である．そ

の第 固有値 に対応する固有ベクトルを第 列にもつ行列が であり， の正方行列にな
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り を満たす．また， は の行列であり を満たす．

は の第 対角成分であるので，

となる．ただし， は の第 行 ベクトル であり， は の第 行 ベクトル であり， は

の第 成分，つまり の第 成分を表す．そこで， を に関して微分すると，

となる．これを式変形すると， なので

となる．ところで， であるので，この第 対角成分は

と表すこともできる．したがって，

となる．

付録 の微分

付録 と同様に， を の固有値および固有ベクトルの成分によって表してから， に

関して微分をする． は の第 対角成分であり，付録 における 式のように固有値

および固有ベクトルの成分によって表されるので，

となる．ここでも付録 と同じく， であるので，この第 対

角成分は

と表すことができる．よって，

となる．
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付録 の微分

の に関する微分は，

となるので，付録 の結果を利用すると，

と変形することができる．

付録 の微分

の に関する微分は， 式の に基づいて

の第 成分を考えることと同じである． から，

となるので，この第 成分は付録 と同様に の固有値および固有ベクトルの成分を利用して

となる．ただし， は の第 成分であり， は列ベクトル の第 成分である．よっ

て，ベクトルに戻して考えると，

となるので，

と得られる．したがって，この両辺の第 成分から

となる．
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付録 の微分

の に関する微分は， 式の に基づいて

となるので，右辺第 項の に関する部分の微分がわかればよい．付録 と同様にして，

となる．よって，ベクトルに戻して考えると，

となるので，

と得られる．したがって，この両辺の第 成分から

となる．

付録 の微分

上記の付録 の場合と同様に， を に関して微分する．

であるので，付録 から，第 成分については

となる．よって，

＝

となる．
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