
東京経済大学　人文自然科学論集　第 130 号

―　71　―

論　文

数値実験に基づくリッジパラメータの
推定量の比較

竹　内　秀　一

A Comparison of Estimators of the Ridge Parameter

through a Simulation Study

Hidekazu TAKEUCHI

人文自然科学論集 号 原稿

数値実験に基づくリッジパラメータの推定量の比較

竹 内 秀 一

はじめに

線形回帰分析における観測値の影響力評価を， によって提案されたリッジ

回帰 へ応用する場合の大きな課題の つは，リッジパラメータの選定方法が明

確になっていないことである．本論文では，対数尤度規準に基づく診断統計量

である尤度距離 に対してリッジ推定量を適用する 竹内 を参照 こ

とによりある つの評価規準を与え，どのようなリッジパラメータの推定量の選定が適切である

のかを数値実験に基づいて検証する．

これまでにも，竹内 により，典型的なデータに対する検証は行われているが，リッジ回帰を

適用する際に問題となる多重共線性 を測る尺度の つである条件数

に依存するデータ構造については十分な検討がされていない．このようなリッジ回帰固

有の問題も含めた検討を行うために，いくつかの代表的なデータ構造を数値実験に基づいて構築

する．

こうした代表的なデータ構造に対して，リッジパラメータの推定量として何が有効であるのかを

比較検討する．本論文では， および によっ
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て提案されている従来の推定量に加えて，竹内 が提案する新しい つの推定量と合せて つ

の推定量を取り上げる．これらの推定量の有効性を，リッジ推定量に基づく尤度距離を利用した

ある指標を評価規準とすることにより調べる．特に，リッジパラメータの推定量として，説明変

数行列に基づく条件数および誤差ベクトルの誤差分散 正確には誤差の標準偏差 の大小関係によ

るいくつかのデータ構造に対して，どれが有効に機能するのかを数値実験により確認する．この

結果，竹内 において提案された新たなリッジパラメータの推定量が有効なケースとあまり有

効でないケースが明確になった．

本論文の構成は以下のとおりである．第 節では各種の基本的な統計量，リッジ推定量に基づ

く尤度距離とその導関数，それにリッジパラメータの推定量とその評価規準を定義する．第 節に

おいて，リッジパラメータの推定量を比較検討するために，説明変数行列に基づく条件数および

誤差ベクトルの誤差分散 正確には誤差の標準偏差 を中心として調整することによりいくつかの

データ構造を設定する．第 節では，設定されたデータ構造に対して，リッジパラメータの つ

の推定量がどのような場合に有効性を発揮するのかについて比較検討する．第 節は全体のまと

めと今後の課題である．

定義

本節では，線形回帰モデルに対してリッジ回帰を適用した場合における各種の基本的な統計量

を与える．つぎに，リッジ推定量に基づく診断統計量として尤度距離を定義し，その導関数も与

える．最後に，リッジ推定量を定めるリッジパラメータの推定量およびその有効性を比較検討す

るための評価規準について定義する．

線形回帰およびリッジ回帰

ここでは，線形回帰モデルとして，

を考える．このとき， は の目的変数ベクトル， は のフルランクの説明変数行列，

は の回帰係数ベクトル，そして は の誤差ベクトルであり，正規分布 に従う

ものとする．ただし， は 次の単位行列を表す．また， の最小 乗推定量は

として得られ，誤差分散 の不偏推定量は となる．ただし，「」は行列あるい

はベクトルの転置を表し， は残差ベクトルであり， である．このと

き， は説明変数行列 から構成されるハット行列 であり，そ

の第 対角成分 がてこ比である．このてこ比については， とする．さらに，残

差ベクトル の第 成分 を標準化した を標準化残差 内的スチューデント
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て提案されている従来の推定量に加えて，竹内 が提案する新しい つの推定量と合せて つ

の推定量を取り上げる．これらの推定量の有効性を，リッジ推定量に基づく尤度距離を利用した

ある指標を評価規準とすることにより調べる．特に，リッジパラメータの推定量として，説明変

数行列に基づく条件数および誤差ベクトルの誤差分散 正確には誤差の標準偏差 の大小関係によ

るいくつかのデータ構造に対して，どれが有効に機能するのかを数値実験により確認する．この

結果，竹内 において提案された新たなリッジパラメータの推定量が有効なケースとあまり有

効でないケースが明確になった．

本論文の構成は以下のとおりである．第 節では各種の基本的な統計量，リッジ推定量に基づ

く尤度距離とその導関数，それにリッジパラメータの推定量とその評価規準を定義する．第 節に

おいて，リッジパラメータの推定量を比較検討するために，説明変数行列に基づく条件数および

誤差ベクトルの誤差分散 正確には誤差の標準偏差 を中心として調整することによりいくつかの

データ構造を設定する．第 節では，設定されたデータ構造に対して，リッジパラメータの つ

の推定量がどのような場合に有効性を発揮するのかについて比較検討する．第 節は全体のまと

めと今後の課題である．

定義

本節では，線形回帰モデルに対してリッジ回帰を適用した場合における各種の基本的な統計量

を与える．つぎに，リッジ推定量に基づく診断統計量として尤度距離を定義し，その導関数も与

える．最後に，リッジ推定量を定めるリッジパラメータの推定量およびその有効性を比較検討す

るための評価規準について定義する．

線形回帰およびリッジ回帰

ここでは，線形回帰モデルとして，

を考える．このとき， は の目的変数ベクトル， は のフルランクの説明変数行列，

は の回帰係数ベクトル，そして は の誤差ベクトルであり，正規分布 に従う

ものとする．ただし， は 次の単位行列を表す．また， の最小 乗推定量は

として得られ，誤差分散 の不偏推定量は となる．ただし，「」は行列あるい

はベクトルの転置を表し， は残差ベクトルであり， である．このと

き， は説明変数行列 から構成されるハット行列 であり，そ

の第 対角成分 がてこ比である．このてこ比については， とする．さらに，残

差ベクトル の第 成分 を標準化した を標準化残差 内的スチューデント

化残差 とし， を第 成分とする標準化残差ベクトルを とする．ただ

し， は正方行列 の対角成分のみを取り出し，非対角成分をすべて にした行列を表す．

線形回帰の つの代替的方法としてリッジ回帰がある や など

を参照 ．リッジ回帰における回帰係数ベクトル の推定量 以下，リッジ推定量 を，リッジパラ

メータ を導入することにより，

と定義する．すると，最小 乗推定量の場合と同じく，残差ベクトル は，

となる．ただし，リッジ回帰におけるハット行列 は で

あり，その第 対角成分 がリッジ回帰におけるてこ比である．このとき， である．

また，第 番目の観測値を除去したときの回帰係数ベクトル の最小 乗推定量は

と定義される．ただし，添字の は 個の観測値の中から除去される観測値の番号を表す．通常

の最小 乗推定量の場合と同様に，第 番目の観測値を除去したときのリッジ推定量は

となる．このとき，観測値除去に関してリッジパラメータ は一定 独立 であると仮定するが，

についての挙動を調べる場合は観測値を固定した上である種の変数として扱う． の不偏推定量

の場合についても，第 番目の観測値を除去したときの推定量 を

と定義する．

特に， とすれば， ， ，あるいは など，リッジ回帰の統計量が

通常の線形回帰の統計量と一致することがわかる．

リッジ推定量に基づく診断統計量

通常の線形回帰における尤度距離 を参照 をリッジ推定量に基づく診断

統計量として拡張したものを定義する．この尤度距離は，代表的な診断統計量である の距離

とも関連するのでその定義式も示す．また，リッジ推定量に基づく尤度距離については，リッジ

パラメータ に関して偏微分した結果である導関数も与える．

まず，代表的な診断統計量である の距離を定義する．リッジ推定量に基づく の距離

は， によって提案された通常の線形回帰における の距離を拡張することに

化残差 とし， を第 成分とする標準化残差ベクトルを とする．ただ

し， は正方行列 の対角成分のみを取り出し，非対角成分をすべて にした行列を表す．

線形回帰の つの代替的方法としてリッジ回帰がある や など

を参照 ．リッジ回帰における回帰係数ベクトル の推定量 以下，リッジ推定量 を，リッジパラ

メータ を導入することにより，

と定義する．すると，最小 乗推定量の場合と同じく，残差ベクトル は，

となる．ただし，リッジ回帰におけるハット行列 は で

あり，その第 対角成分 がリッジ回帰におけるてこ比である．このとき， である．

また，第 番目の観測値を除去したときの回帰係数ベクトル の最小 乗推定量は

と定義される．ただし，添字の は 個の観測値の中から除去される観測値の番号を表す．通常

の最小 乗推定量の場合と同様に，第 番目の観測値を除去したときのリッジ推定量は

となる．このとき，観測値除去に関してリッジパラメータ は一定 独立 であると仮定するが，

についての挙動を調べる場合は観測値を固定した上である種の変数として扱う． の不偏推定量

の場合についても，第 番目の観測値を除去したときの推定量 を

と定義する．

特に， とすれば， ， ，あるいは など，リッジ回帰の統計量が

通常の線形回帰の統計量と一致することがわかる．

リッジ推定量に基づく診断統計量

通常の線形回帰における尤度距離 を参照 をリッジ推定量に基づく診断

統計量として拡張したものを定義する．この尤度距離は，代表的な診断統計量である の距離

とも関連するのでその定義式も示す．また，リッジ推定量に基づく尤度距離については，リッジ

パラメータ に関して偏微分した結果である導関数も与える．

まず，代表的な診断統計量である の距離を定義する．リッジ推定量に基づく の距離

は， によって提案された通常の線形回帰における の距離を拡張することに
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より導入され，

と与えられる を参照 ．ただし， は の第 成分であり，このとき，

であり，この第 対角成分が， である．同様に，

は の第 成分であり，このとき， であり，こ

の第 成分が である．最後に， は の第 対角成分であ

り， である．特に， のとき，竹内 などから

とする．

式で与えられるリッジ推定量に基づく の距離 においては， の中に挟

まれる行列の選び方によっていくつかの定義式が考えられるが，ここでは， の分散共分散行列

の逆行列を選ぶものとする たとえば，

を参照 ．

つぎに，リッジ推定量に基づく尤度距離 を以下のように定義する 竹内 を参照 ．

ただし，通常の線形回帰における最小 乗推定量の場合と同じく，

が のときの対数尤度 および が のときの対数尤度

とする． 式を 式の の距離 を利用して表現すると，

となる．ただし，

であり， は の第 対角成分であり，それに は

の第 成分である．ここで， である．さらに， 式は

と表現することもできる．ただし， 式において
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とする．このとき， 式において， は の第 成分であり，また は

の第 対角成分であり， である．特に，

のとき，

である．

最後に，リッジ推定量に基づく尤度距離 のリッジパラメータ に関する導関数を与える．

導関数 は，竹内 から の領域において

となる．ただし， は の第 対角成分であり，

である．また， は の第 対角成分であ

り， である．このとき， は の第 対角成分である．さ

らに， は の第 成分であり， である．

ここで， である．

リッジパラメータの推定量とその評価規準

比較検討をするためのリッジパラメータ の推定量を つ定義する．リッジ推定量に対してよ

く利用される代表的なリッジパラメータ の推定量は以下の つである． つは，

によって提案されている であり，もう つは

によって提案されている である．

これらに加えて，竹内 において を改良した新たなリッジパラメータの推定量として，以

下のような つのものが提案されている． つは説明変数行列 に基づいた の固有値 の

特異値の 乗 とその固有ベクトルを利用した推定量として

と与えられる．ただし， は が を満たすものの中で最大の固有値 であり，

の候補は，説明変数行列 を

と特異値分解することにより得られる の第 固有値であり， の対角行列 の第 対角

成分である 固有値は大きいものから付番する，つまり とする ．また，その第
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固有値 に対応する固有ベクトル を第 列にもつ行列が であり，これは の正方行

列になり を満たす．さらに， は の行列であり を満たす．加え

て， は の第 成分を表す 竹内 を参照 ．

ここで，多重共線性を測る尺度として，説明変数行列 に基づいた の条件数を定義して

おく． の最大固有値 と最小固有値 の比，つまり，

条件数
最大固有値
最小固有値

として条件数を定義する．通常は， の特異値の比である を条件数に用いるが，本論文

では上記の固有値の比に着目して検討をする．条件数の値が大きくなると多重共線性が高いと判

断され，説明変数行列の構造としては不安定であるとみなされる．よって，条件数の値が大きく

なると通常の線形回帰よりもリッジ回帰を適用することが望ましいデータ構造であるともいえる．

式を算出する場合に注意すべき点は，竹内 でも述べてあるとおり，通常のリッジパラ

メータの推定量においては，変数の個数 から定数項分を除き，かつ からも定数項を除くこと

により推定値を求めるが， においては，定数項の分離が容易ではないので，定数項も含めてい

ることである．

もう一方の推定量は， を単純に拡張したものとして，第 番目の観測値を除去したときの

の平均から

と与えられる． 式についても 式と同じく定数項を含めて算出する．

最後に， 式や 式で定義したリッジ推定量に基づく尤度距離 において，最適な

の値を選定するための評価規準として，竹内 で示されている の平均

を利用する． の値は大きいと影響力が大きいと判断され，逆に小さいと影響力は小さいと判

断されるので， 式の の値をできるだけ小さくする を最適な とみなす．ま

た， 式で定義した の導関数 の挙動についても， 式の と同様の規準と

して

を算出する． の値は， を について偏微分したものを規準としているので，その絶

対値 が に近いほど，最適な に近い推定量と判断される．

しかしながら，本論文においては，データ数 がすべて等しいことと，計算結果の数値表記に

おける精度を形式的に上げるために，平均ではなく合計を評価規準とする．つまり， 式およ
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び 式の代わりに，

および

をそれぞれ利用する．数値の見方は 式および 式と基本的にはそれぞれ同じである．

データ構造の設定

リッジパラメータ の推定量を比較検討するために，いくつかのデータ構造を与える．本論文

では， で提案されている方法を利用して，説明変数行列

に基づいた の条件数および誤差ベクトル の誤差分散 以下では，標準偏差 の異なる

データ構造を構築する．彼らの数値実験と同じくデータ数 および説明変数の数 定数

項を除く として，説明変数行列 および目的変数ベクトル を正規乱数から生成する．

表 条件数の設定と分布状況
条 件 数

実験

平均

表 誤差ベクトルの標準偏差 の設定
標準偏差

は，説明変数行列 の第 列 について，

では，
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では，

として生成している．ただし，ベクトル の各成分 はそれぞれ独立に標準

正規分布 から得られる正規乱数であり， および は多重共線性の構造を作り出す共線

性 パラメータである．また，目的変数ベクトル は，

として生成している．ただし， は成分がすべて の のベクトルである．本論文では，一

般性を失うことなく とする．誤差ベクトル の標準偏差 についてはデータが定まってい

ないので事前に数値を与え，回帰係数ベクトル については 式および

式から生成した の最大固有値 に対する固有ベクトル を代入する．彼らの研究に

おいては，最小固有値 に対する固有ベクトル を代入するケースについても取り上げている

ため数値計算はしたが，計算結果は最大固有値に基づくものと大きな差がなかったため割愛した．

具体的には，共線性パラメータ および としては表 を，誤差ベクトル の標準偏差 と

しては表 のようなケースについてデータを構成する．これらのケースは

が取り上げた設定を基本として，説明変数行列 に基づいた の条件数の範

囲を拡張するために，一部のパラメータの数値を調整している．彼らの論文では，条件数が約

から 程度までを設定しているが，本論文では，約 から 程度まで範囲を広げ，荒削り

ではあるが検討の幅を広げるように変更した．

データ構造が正規乱数を合成したものから構築されるため，説明変数行列 に基づいた

の条件数についてはその分布状況 バラツキ具合 を確認しておく必要がある．ここでは， つの

条件数の設定について，それぞれ 回ずつの繰返し実験を行い，それぞれの条件数の平均に近い

データを利用することとした．表 から，条件数 については実験 を，条件数 について

は実験 を，条件数 については実験 を，条件数 については実験 を，そして

条件数 については実験 を，それぞれの説明変数行列 として利用する．また，誤差ベク

トル の標準偏差 については，彼らの数値実験と同じく，バラツキの極端に大きいケースであ

る標準偏差 として を，標準的なケースである標準偏差 として を，そして極

端に小さいケースである標準偏差 として を適用する 表 を参照 ．

今後は，「条件数 」と「標準偏差 」を組合せたケースを「 」と表記する．その他のケースの

組合せについても同様である．表 および表 を組合せた とおりのケースに対してデータ

構造を想定し，リッジパラメータ の推定量の有効性について比較検討を行う．

なお，竹内 の数値例においては， が例示した「 」 データ数は

であり，説明変数の数は定数項を含め を利用しているが，このデータにつ

いて説明変数行列 に基づいた の条件数は であり，誤差ベクトル の標準偏差 は

という設定である．よって，データ構造としては， に近いケースといえる．
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表 リッジパラメータ の推定値
標準 リッジパラメータ の推定値

条件数 偏差

注 については， の範囲において のとき， が極小値
となるが，最小値ではないので除外した．

表 で用いた固有値
条 件 数

標準偏差

数値実験

第 節で定義したリッジパラメータ の つの推定量について比較検討をするために，第 節で

生成したデータ構造である とおりの組合せのケースに対し数値実験を行った．その結果をまと

めたものが，表 ，表 ，表 それに表 である．表 は，すべてのケースのリッジパラ

メータ の推定値をまとめたものである．また，表 の を算出するときに用いた固有値

は表 のように選ばれている．表 が，尤度距離 を評価規準としたときの，導関数

の計算結果の合計 である．この表における数値の絶対値の大きさが最適解 のとき

の値 である「 」に近ければ，あるいは各ケースにおける つの推定値の中で相対的に小さ

ければ，リッジパラメータ の推定量として有効性があると判断できる．最後の表 が尤度距

離 の計算結果の合計 である．これは全データ 個 の合計であるので，本

来の目的である観測値の影響力評価 による個々の観測値の影響力評価 はできないが，リッ

ジパラメータ の つの推定量に関して，それぞれの有効性を調べるために便宜上利用する．こ

の値についても最適解 のときの の値 に近ければ有効性が高いといえる．な

お，表 ，表 それに表 において，理論上の最適解となる の値については，通常
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では の領域において探索するが，数値実験においてはこの領域外に存在することもあ

り得るために， の領域まで拡張し一般化しているケース および の つのケース

がある．

加えて，付録において， つの条件数それぞれの「標準偏差 」の場合について，表 および

表 の算出根拠となった観測値別の計算結果を参考までに示してある．

表 の計算結果
標準

条件数 偏差

まず，表 から，最適解 に近いリッジパラメータ の推定量のケースを調べると，

が有効なケースは および であり， が有効なケースは の つの場合すべてであ

り， が有効なケースは と ， と ， ， と であり， が有効なケースは ，

， である．竹内 が提案した および の推定値がかなり近い数値であることを考

慮すると，比較検討した ケースのうち ケースにおいて提案された推定量の有効性 最適解に

近いこと が示されたといえる．有効性が示されなかった残りの つのケースのうち， が有効

な つのケースは条件数が 程度を超え，なおかつ標準偏差が一番大きい極端なデータ構造を

している場合である．このような場合には，リッジパラメータの推定量として および を適

用するにはあまり好ましくないことがわかった．他の つのケースについては，表 と合せて検

討をする．

つぎに，表 の の計算結果を加えて検討する．この表から考えると， および

の有効性が示されなかった つのケースのうち， については つの推定量ともに大差がない

と判断できる． については や は他の つに劣るが， については には劣るが

より有効であるといえる．また， および についても， と比較して および は大
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表 の計算結果
標準

条件数 偏差

注 表 の注と同じく， については， の範囲において のと
き， が極小値となるが，そのときの値は であり， ， それに
の よりも大きな値となるので除外した．

差がないと判断できる．確かに変化率である から考えると有効性に差があるように見え

るが，本来の影響力の評価規準である の数値を見ると大差がないとわかる．

以上から，竹内 が提案した推定量 および は，説明変数行列 に基づいた の条

件数が 程度を超え，なおかつ誤差ベクトル の標準偏差 が大きい極端なデータ構造をして

いる場合を除き，従来の推定量である および よりも有効あるいは同等であることが検証さ

れた．したがって，実データの影響力評価においても，事前に説明変数行列 に基づいた の

条件数を算出し，誤差ベクトル の標準偏差 の推定値を求めておけば， や をリッジパラ

メータ の推定量として適用することが有効であるか否かを確認することができる．

まとめと今後の課題

本論文では，リッジ推定量に基づく尤度距離 を影響力の評価規準とした および

を利用して，リッジパラメータ の推定量について，その有効性を数値実験により比較

検討した．その結果，説明変数行列に基づく条件数の値に関わらず，誤差分散が極端に大きくなけ

れば，竹内 が提案した推定量 および は，従来の代表的な推定量 および に比べて

おおむね有効であることが示された．しかしながら，説明変数行列に基づく条件数の値が 程

度を超え，誤差ベクトルの誤差分散 標準偏差 が極端に大きい場合には，あまり有効ではないこ
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とも判明したが，条件数が本論文で確認した範囲の最大値である 程度以下であれば，従来の

代表的な推定量とほぼ同等の有効性があることもわかった．

今後の課題として， や の有効性が示されたデータ構造に対してリッジパラメータ を推

定量として適用したときに，観測値の影響力評価を詳細に検討する作業が残されている．本論文

においては，リッジパラメータの推定量を選定することに重点を置いたために，個別の観測値で

はなくデータ全体の評価を利用した検討にとどまっている．本来の影響力評価においては個々の

観測値の影響力を綿密に調べる必要がある．この結果を基に，再度，リッジパラメータの推定量

の有効性や妥当性を検討したい．

付録 観測値別の計算結果

付録として， つの条件数それぞれについて「標準偏差 」のケースのみ観測値別の詳細な計算

結果を提示する．ただし，すべての表において，小数第四位を四捨五入したものを表記したため，

個別の観測値の計算結果を合計したものと一番下の合計欄の数値が一致しない場合がある．また，

はすべて「 」と表記されているが，負の数値の場合も便宜上正の数値とし

て表記した．
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表 の計算結果 の場合
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