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１．はじめに

確率的離散選択の代表的なモデルであるロジットモデルは，マーケティングや消費者行動の

分野でも，消費者のブランド選択行動等を記述するために古くから用いられてきた［Malhotra,

1984; 片平・杉田, 1994; 土田, 2010 ほか］。最近では，MCMC（Markov-Chain Monte-Carlo）ア

ルゴリズムを用いたベイズ推定により，選好に関する消費者の異質性を積極的に取り込んだ分

析も行われるようになった［Rossi and Allenby, 2006; 稲田・室町, 2006 ほか］。そこで本稿では，

MCMC アルゴリズムによるロジットモデルのベイズ推定に関して，特にMCMC アルゴリズ

ムのひとつである酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムを例にとり，そのサンプル系列の収

束とチューニングについて，若干の考察を行いたい。

２．ロジットモデルの最尤推定とベイズ推定

選択肢がふたつの場合のロジットモデルは特に二項ロジットモデル（Binomial Logit Model）

と呼ばれる。n期に選択肢 1を選択する確率 p は，説明変数の相対値をx，パラメータのベ

クトルをθとするとき，p=e1+eと書かれる。同様に選択肢 2 を選択する確率 p は

p=11+eと書かれる。n期に選択肢 1を選択したか否かを表す観測ダミー・データをδ，

観測データのベクトルをδ=


δ


（ただしNは観測期間）とすると，モデルの尤度関数

（likelihood function）Lθ ; δは次のように書かれる。

Lθ ; δ=

pδ θ = ∏




p1−p

= ∏



e

1+e 



1

1+e 



このとき（対数）尤度関数を最大化するパラメータθが，最大尤度推定値（最尤値,

maximum likelihood estimator）である。

log Lθ; δ=max


log Lθ ; δ

次 に ベ イ ズ 推 定 に つ い て 説 明 す る。条 件 付 き 確 率 の 定 義 に よ り

Pr θ δ Pr δ=Pr θ , δ=Pr δ θ Pr θ だからPr θ δ =Pr θPr δ θ Pr δが成立する。
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これはベイズ定理（Bayesʼ theorem）と呼ばれる。したがって事後確率の期待値 θ

 がベイズ

推定値（Bayesian estimator）である。しかし次式の最右辺の積分を解析的に解く事は，一般的

には困難である。

θ

=

EPr θ δ =θPr θ δ  dθ=

1
Pr δPr θPr δ θ  dθ

３．MCMCアルゴリズムによるベイズ推定

前節のベイズ定理により θの事後分布 Pr θ δ  は事前分布と尤度関数の積 Pr θPr δ θ 

に比例する。従って π θ=


Pr θPr δ θ  をターゲット分布（target distribution）と呼ぶこと

にすると，容易に分かるように，ターゲット分布 π θ のランダムサンプル系列は，事後分布

Pr θ δ  のランダムサンプル系列になっている。従ってターゲット分布のランダムサンプル系

列が得られるのであれば，モンテカルロ法によって事後分布の平均（期待値），すなわちベイズ

推定値を数値的に求めることができる。ターゲット分布のランダムサンプル系列を得る方法は

いくつか提案されている［照井, 2008］が，一般的には困難である。

MCMCアルゴリズム（Markov-Chain Monte-Carlo algorithm）は，ターゲット分布のランダ

ムサンプリングを行うかわりに，ターゲット分布に収束するマルコフ連鎖によって生成された

サンプル系列を使い，モンテカルロ法によってターゲット分布の期待値，すなわちベイズ推定

値を数値的に求める手法である。本稿では代表的なMCMCアルゴリズムのひとつである酔歩

Metropolis-Hastings アルゴリズム（random-walk Metropolis-Hastings algorithm）を紹介する。

酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムの各ステップについて，その原理を表 1で説明する。

MCMCアルゴリズムがベイズ推定に有効であるのは，当該アルゴリズムによって生成された

サンプル系列 θ  がターゲット分布のサンプル列とみなす事ができるからである。すなわ
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図 1 ターゲット分布によるサンプリング
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図 2 酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズム

表 1 酔歩Metropolis-Hastings アルゴリムの各ステップの説明
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図 3 酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによるパラメータ更新



ち N∞のとき，サンプル系列の平均 ∑


 θ
N がターゲット分布の平均 Eπ θ，従って

事後分布の期待値 EPr θ δ ，すなわちベイズ推定値 θ

 に収束する。詳細は次節に譲り，こ

こでは収束性と同等である次の事実を確認しておく。

定理 1 酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによって生成されたサンプル系列をθ ，そ

して K θ , φ=

N θ−φ 0, σ  αθ , φ とする（ただしN *0, σ   は平均 0，分散 σ  の正規分布の

密度関数）。このとき π θ K θ , θ=π θK θ , θ  が成立する。

（注意）上式は詳細釣合条件（detailed balance condition）と呼ばれるが，詳細は次節で説明す

る。

（証明）N *0, σ   は偶関数だからπ θ αθ , θ=π θαθ , θ  を証明すればよい。これは，

π θ , π θ に関して以下のように場合分けして考えれば自明である。

（証明終）

４．エルゴード・マルコフ系列の収束

本節では，MCMC アルゴリズムによって生成されたサンプル系列がターゲット分布

π θ=Pr θPr δ θ  のランダムサンプル系列とみなせる事を確かめるために，エルゴード･マ

ルコフ系列の収束に関する一般論について，とくに 2値のマルコフ連鎖について詳しく解説す

る。

定義 1 離散的な時間パラメータを nに対して確率変数の列をX  ，また状態空間（X
 の

実現値 x  の集合）を Sとする。このとき状態空間 Sが離散的で，しかも X  の確率分布が
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直近の実現値x のみに依存する，すなわち次式が成立するならば，X をマルコフ連鎖

（Markov chain）と呼ぶ１）。

Pr X ∈A x ,x ,…,x  =Pr X ∈A x  

マルコフ連鎖X に対してp=


Pr X = j X =i を推移確率（transition probability），そ

の行列を推移行列（transition matrix）と呼ぶ。

P=
p p

p p=1−p p

p 1−p
なおここでp が時点 nに依存しない。この性質を斉時的（homogeneous）という。

定理 2 π 
 =


Pr X = j, π =


π 
 ,π 

 に対してπ =π P=⋯=π Pが成立する。

（証明）

π P=π 
 ,π 

 p p

p p=pπ 
 +pπ 

 pπ

 +pπ 

  ⋯*

またπ 
 =Pr X = j=∑




Pr X = j X =i Pr X =i=∑




pπ


 だから

*=π 
 ,π 

 =π 

（証明終）

定義 2 推移確率 Pに対してπ=πP が成立する分布 πをP−不変（invariant）な分布という。

また πp=πpを詳細釣合条件（condition of detailed balance）という。

数値例 P=14 34

38 58, π=
1
3

2
3 に関して次の①〜⑥が成立する。（証明は省略する）

① πはP- 不変な分布である：π=πP。

② π,Pは詳細釣合条件を満足する：πp=πp。

③ 任意の初期分布π に対してπ  =

π P 


π が成立する。

④ 任意のi, j=1,2に対してPのi, j成分をp  
 とするとき，p  

 

π が成立する。

⑤ 不変分布 πが時点 1 からNの間に状態 jを訪問する回数をwN , jとするとき，

wN , jN 

π が成立する。

⑥ N期の実現値θ  =1,2に対して∑


 θ
N 


Eπ=53 が成立する。
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定義 3 マルコフ連鎖が既約（irreducible）すなわち推移確率が全て正で，しかも非周期的

（aperiodic）すなわちn  p 
 >0, ∀i, j の最大公約数が 1ならば，エルゴード的（ergodic）であ

るという。

定理 3 推移確率が常に正ならば，或るπが存在してp 
 はπに収束する。従ってπ=


π πとす

ると任意の初期分布π に対してπ  =

π P 


πが成立する。
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図 4 普遍性と詳細釣合条件

図 5 不変分布への収束



（証明）

仮定よりp>0だからε=


min

pとするとε>0である。さらにp 

 のiに関する最大値および最小

値をそれぞれM  j ,n,m j ,nとすると，明らかにm j ,n≤M  j ,nで，しかも任意の iに対して

p 
 =∑


pp


 ≤∑


pM  j ,n−1=M  j ,n−1

が成立する。したがってM  j ,n≤M  j ,n−1，同様にしてm j ,n−1≤m j ,nである。すなわち

m j ,0≤m j ,1≤⋯≤m j ,n≤⋯≤M  j ,n≤⋯≤M  j ,1≤M  j ,0

となる。ところで

M  j ,n+1−m j ,n+1=max

p 
 −min


p 
 =max


p 
 −min


p 
 

=max


max


p 
 −p 

 =max


p 
 −p 

 =max


∑  pp

 −∑  pp


 

=max


∑  p−pp

 ⋯*

だから，上式の右辺を，p−p≥0である部分Σ 
 と<0である部分Σ 

 に分け，状態の数を Iと

すると

∑


 p−p=∑


 p−∑


 p=1−∑


 p−∑


 p=1−∑


 ε−∑


 ε=1−∑  ε=1−Iε

また明らかに∑


 p−p+∑


 p−p=1−1=0すなわち

∑


 p−p=−∑


 p−pだから任意のα, βに対して，

∑  p−pp

 =∑



 p−pp 
 +∑



 p−pp 


≤M  j ,n∑


 p−p+m j ,n∑


 p−p

=M  j ,n∑


 p−p−m j ,n∑


 p−p

=M  j ,n−m j ,n∑


 p−p≤M  j ,n−m j ,n1−Iε

したがって

M  j ,n+1−m j ,n+1=max


∑  p−pp

 ≤M  j ,n−m j ,n1−Iε≤⋯≤1−Iε



ここで明らかにε=min

p≤1Iすなわち0<Iε≤1だから0≤1−Iε<1である。したがって上式

の右辺は 0 に収束する：M  j ,N −m j ,N  


0。すなわちp 
 は jに依存する或るπ に収束す

る。

なお定理の後半部分の証明は以下の通り。

π

P

=(π 
 π


 )

p 
 p 



p 
 p 


=(π 

 p

 +π


 P


 π


 p


 +π


 p


 )

→


π 
 π+π


 π π


 π+π


 π=(π π)=π
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（証明終）

定理 4 P−不変な分布π θに対して次の①〜⑥は同値である。

① ［不変条件，空間平均］π=πP

② ［詳細釣合条件］πp=πp

③ 任意の初期分布π に対してπ  =

π P 


π

④ 任意の iに対してp  
 


π

⑤ ［時間平均］wN , j=


#n≤N ; θ = j２）とするときEwN , j X N 

π

⑥ 各期の実現値θ =0,1に対して1N⋅∑


 θ
 

Eπ

（証明）

①⇔②

π=Pπ

⇔π π=πp+πp πp+πp

⇔πp+p=π=πp+πp

⇔πp=πp

①⇒③

Pは既約だから任意の初期分布πに対して或るNが存在してπ=πP
が成立する。このとき

①よりπ=πP=πP
=πP

=⋯だから，πP
 

π

③⇒①

π =πP=πPPだから，両辺のNに関する極限をとるとπ=πP

③⇒④

π =1 0のときπ P=1 0p
 
 p  



p  
 p  

 =p  
 p

 
  


π π。またπ =0 1のとき

同様にしてπ P 


π πである。したがって任意のiに対してp  
 


πが成立する。

④⇒③

π

P

=(π 
 π


 )

p 
 p 



p 
 p 


=(π 

 p

 +π


 p


 π


 p


 +π


 p


 )

→


π 
 π+π


 π π


 π+π


 π=(π π)=π

④⇒⑤

vn, j=
 1, X= j

0, X≠ j

によって確率変数vn, jを定義すると，明らかにwN , j=∑


 vn, jが成立する。

またEvn, j X=i =1×PrX= j X=i+0×PrX≠ j X=i=Pr X= j X=i=p 


だから
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1
N
EwN , j X =

1
N

∑



Evn, j π  =

1
N

∑



p 
 


1
N

∑



π=π

⑤⇒⑥

Nが十分大きいとき

1
N

∑



θ ≈

1
N

∑


 j EwN , j=∑
  j

EwN , j
N  

∑


 j π=Eπ

（証明終）

次にエルゴード的なマルコフ過程の収束に関する定理を紹介する。証明はマルコフ過程に関

する本格的な成書（例えば［森村・高橋, 1979］や［小山, 2011］など）を参照されたい。

定義 4 X を，状態空間 Sが実数全体ℜである様な確率変数列とする。さらに各確率変数

X の確率密度関数をπ θとする。ここで任意のA⊂ℜおよびn≥0に対して次式が成立する

とき，X はマルコフ過程（Markov process）であるという。

Pr X ∈A X , X ,…, X  =Pr X ∈A X  

斉時的なマルコフ過程に対して次式で定義される関数 Kを，推移カーネル（transition kernel）

と呼ぶ。

K θ ,φ=


Pr X =φ X =θ , θ ,φ∈ℜ

K θ ,A=
Pr X =φ X =θ  dφ, θ∈ℜ, A⊂ℜ

マルコフ過程が既約かつ非周期的ならば，エルゴード的（ergodic）であるという。

定理 5 エルゴード的なマルコフ過程に対して，不変分布が唯ひとつ存在する。

定理 6 K−不変な分布π θに対して，次の①〜⑥は同値である。

① ［不変条件］ π θ=ℝπ φK φ,θ dφ

② ［詳細釣合条件］ π θK θ ,φ=π φK φ,θ

③ 任意の初期分布π θに対してπ  θ=
ℝπ

φKφ,θ dφ

π θ

④ Kφ,θ 

π φ

⑤ 任意のA⊂ℜに対してwN ,A=


#n≤N ; θ ∈Aとすると

EwN ,A X N 

Eπ

⑥ 各期の実現値θ ∈ℜに対して∑


 θ
N 


Eπ

従って前節の定理 1 と上の定理 6 から，酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによるベイ
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ズ推定の正当性が，容易に導かれる。

系 π θをターゲット分布，θ を酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによるサンプル系

列とすると，∑


 θ
N 


Eπ=EPr θ δ =θが成立する。

５．酔歩Metropolis-Hastings サンプリングにおけるチューニングについて

前節の系により，酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによるサンプル系列の平均は，ター

ゲット分布の期待値，従って事後分布の期待値，すなわちベイズ推定値に収束する。つまり

burn-in 期 間 （切 り 捨 て る 初 期 の サ ン プ ル 数）を M と す る と

∑


 θ
N−M ≈Eπ=EPr θ δ が成立する。ここでサンプリングを実行するために

はθ （サンプル系列の初期値），N ,M（サンプリング回数および burn-in 期間），σ（酔歩の歩幅

を規定する標準偏差）を定める必要がある。これらを定めることはチューニング（tuning）と

呼ばれるが，その方法は他の数値解析と同様に極めて恣意的である。MCMCアルゴリズムに

おいては，チューニングの目安として，次のような指標がある。

・θ の目視［照井, p.78］

・π θの目視［小西, p.192］

・自己相関因数（ACF）［小西, p.194］

・平均採用確率 ∑


 αN ［小西, p.195］

dim θ=1,2ならば 35〜40%，dim θ≥3ならば 25〜35%が妥当

・採用率 ∑


 δ≤N

・Gewerke の判定法［照井, p.78］ サンプル系列を二分割し平均値の差の検定を実施

そこで本節では，特に酔歩の歩幅の標準偏差 σの定め方について知見を得ることを目的に，

R言語を用いたシミュレーションを行う。ただし，ここではターゲット分布として，ロジット

モデルの誤差項として用いられる（平均 0の）ガンベル分布を採用する。ただし次式において

γはオイラー定数を表す。

π θ=

e exp −e 

具体的にはθ =6, N=450, M=50を固定し，σ=0.1,0.5,1,2,3,4,5,10,100と 9通りに変化させな

がら，酔歩Metropolis-Hastings アルゴリズムによるサンプリングを実行し，n≤M=50を切り

捨ててN−M=400個のサンプルを採用し，その平均・分散・平均採用確率・採用率等を計算し

た。その結果をまとめたのが，次の表である。なおサンプリングを実行するためのRプログラ
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ムは付録 1 に，そしてサンプル系列の時系列プロット等は付録 2 に掲載した。

今回のシミュレーションによって得られた知見は以下の通りである。

・平均採用確率と採用率は，常にほぼ等しい。これはある程度，大数の法則によって説明で

きる。

・σが小さすぎるとθ≈θ  従ってπ θ≈π θ  となり，採用確率α および ACF（自己相

関係数）が 1に近づく。これは，初期値θ の近くばかりをサンプリングしている事を意味

する。θ の平均は真の平均 0 と異なった。この場合は burn-in 期間 Mが長くなるので，

サンプル数 Nを大きくする必要がある

・σが大きすぎると平均採用確率や採用率が小さくなる。これはθ =θ  であるケースが

増え，サンプリングの効率が低下している事を意味する。θ の平均は真の平均 0と異なっ

た。この場合も burn-in 期間Mが長くなる。

・今回はσ= 3の時が最も良好であった，ちなみに採用率は約 0.4 である。

６．おわりに

本稿では，ロジットモデル等において，選好に関する消費者の異質性を積極的に取り込むた

めに用いられるMCMCアルゴリズム（特にそのひとつである酔歩Metropolis-Hastings アルゴ

リズム）によるベイズ推定について，若干の考察を行った。3節で酔歩Metropolis-Hastings ア
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表 2 シミュレーション結果



ルゴリズムを詳しく説明した後に，4節では生成されたサンプル系列の平均がターゲット分布，

従って事後分布の期待値，すなわちベイズ推定値に収束する事を，2値のマルコフ連鎖に置き

換えて詳しく証明した。さらに 5節ではパラメータを推定する際のチューニングについて，と

くにパラメータ更新のステップ幅を規定する標準偏差がアルゴリズムのパフォーマンスに与え

る影響について，シミュレーション結果に基づいて考察した。その結果，標準偏差が小さすぎ

ても大きすぎてもパフォーマンスが低下するので，サンプル系列の目視や平均採用確率等を参

考にしながら試行錯誤する事が重要である事が確認された。5 節で述べた通り，MCMC アル

ゴリズムも他の数値解析と同様，チューニングの方法は極めて恣意的である。従ってサンプル

系列の収束性が数学的に証明されたとしても，実行に当たっては，いくつかの指標を参考にし

ながら，試行錯誤を繰り返す事が重要であると考えられる。

注

１）本稿ではこれ以降、状態空間が 2値，すなわちS={1,2} である場合を考える。

２）N期までに状態 jを訪問する回数を表す。
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付録 2 シミュレーション結果のグラフ

初期値・サンプリング数・burn-in 期間をそれぞれθ =6, N=450, M=50と固定し，酔歩の

歩幅を規定する標準偏差を σ=0.1,0.5,1,2,3,4,5,10,100と 9 通りに変化させながら，酔歩

Metropolis-Hastings アルゴリズムによるサンプリングを実行し，n≤M=50を切り捨てて

N−M=400個のサンプルを採用した結果である。上段はサンプル系列の時系列プロット（横

軸が n，縦軸がθ）である。また下段はターゲット分布の実際の密度関数および，サンプル系

列を用いてノンパラメトリックに推定した密度関数である。横軸上の点はサンプル系列であ

る。
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